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Анотацiї

Чернiкова А.В. Коректнiсть та параболiчнiсть крайової задачi

для систем диференцiальних рiвнянь у частинних похiдних.

В дипломнiй роботi дослiджується крайова двоточкова задача для си-

стем диференцiальних рiвнянь другого порядку. З’ясовано умови для ма-

трицi системи при яких iснують коректнi крайовi задачi в просторах Л.

Шварца, а також додатковi умови при яких цi задачi будуть параболiчнi.

Доведено, що для систем з однiєю просторовою змiнною завжди iснує

коректна крайова задача.

Аналогiчнi результати мають мiсце для лiнiйних диференцiальних рiв-

нянь другого порядку за часом.

Chernikova I.V. Well-posedness and parabolicity of a boundary-

value problem for systems of partial differential equations.

The thesis investigates the two-point boundary value problem for systems

of second-order differential equations. Conditions for the matrix of the system

have been identified under which well-posed boundary value problems exist

in the spaces of L. Schwartz. Additionally, conditions have been determined

under which these problems will be parabolic.

It is proved that there is always a well-posed boundary value problem for

systems with one spatial variable.

Similar results hold for linear differential equations of the second order in

time.
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Вступ

Крайова двоточкова задача для системи диференцiальних рiвнянь у ча-

тинних похiдних має важливу роль, як у самiй математицi, так i в фiзи-

цi й iнших застосуваннях (див [1]). Ця задача неодноразово дослiджува-

лась харкiвськими математиками Борок В.М., Макаровим О.А., Фардиго-

лою Л.В. (див [3]-[6]). Ними були отриманi класи єдиностi та умови коре-

ктностi в класах функцiй степеневого та експоненцiального зростання.

В цiй дипломнiй роботi дослiджуються випадки систем, для яких iснує

коректна двоточкова крайова задача в просторi Л. Шварца, а також при

яких умовах ця задача буде параболiчною, тобто збiльшується гладкiсть

розв’язкiв. Доведене, що якщо власнi значення матрицi системи зростають

степеневим чином, то iснують параболiчнi крайовi задачi.

Аналогiчнi результати вiрнi також для лiнiйних диференцiальних рiв-

нянь в частиних похiдних другого порядку за часом.

Показано, що iснує параболiчна крайова задача для рiвняння Гелмголь-

ця. Детально розглянений випадок рiвняння другого порядку з однiєю про-

сторовою змiнною i вказанi умови iснування параболiчної крайовиої задачi.
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1. Постановка задачi

Розглянемо наступну крайову задачу:⎧⎨⎩
𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑃

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑢(𝑥, 𝑡), (1)

𝐴𝑢(𝑥, 0) +𝐵𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙(𝑥) (2)

де 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑃

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
– квадратна матриця, елементами якої є

диференцiальнi оператори зi сталими коефiцiентами, i постiйнi квадратнi

матрицi𝐴 i 𝐵.

Означення 0.1. Задача (1)-(2) називається коректно розв’язною з про-

стору Φ1 у простiр Φ2, якщо ∀𝜙(𝑥) ∈ Φ1∃ ! розв’язок 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ Φ2(∀𝑡 ∈

[0, 𝑇 ]) i цей розв’язок неперервно залежить вiд 𝜙(𝑥) у топологiї вiдповiд-

них просторiв.

У якостi просторiв Φ1 i Φ2 будемо розглядати простiр Л. Шварца 𝑆 =⋂︁
𝑠,𝑙

𝐶𝑠
𝑙 , що складається з нескiнченно диференцiйовних функцiй, що спада-

ють швидше нiж будь-який степiнь.

Важливу роль в коректностi задачi (1)-(2) грає визначник крайової за-

дачi:

Δ(𝑠) = det
(︁
𝐴+𝐵𝑒𝑇𝑃 (𝑠)

)︁
i розв’язуюча матриця Q = 𝑒𝑡𝑃 (𝑠)

(︁
𝐴+𝐵𝑒𝑇𝑃 (𝑠)

)︁−1

Критерiй коректностi крайової задачi в просторi S — це критерiй, що

задовiльняє степеневу оцiнку:

∃ 𝑝 ≥ 0,∃𝐶 > 0 ||𝑄(𝑠, 𝑡)|| ≤ 𝐶(1 + |𝑠|)𝑝‘ ∀𝑠 ∈ R𝑛

.
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Означення 0.2. Задача (1)-(2) називається параболiчною, якщо

𝑄(𝑠, 𝑡) = 𝑒𝑡𝑃 (𝑠)
(︁
𝐴+𝐵𝑒𝑇𝑃 (𝑠)

)︁−1

зaдовiльняє оцiнку ||𝑄(𝑠, 𝑡)|| ≤ 𝐶(1 +

|𝑠|)𝑝𝑒𝑥𝑝(−𝑏𝜌(𝑡)|𝑠|ℎ) з деякими додатними 𝐶, 𝑝, ℎ, де 𝜌(𝑡) = 𝑚𝑖𝑛{𝑡, 𝑇 − 𝑡}.

В роботi [6] доведено, що коректна крайова задача буде параболiчною,

якщо власнi значення матрицi 𝑃 (𝑠) задовiльняють умовi min
𝑗

|𝑅𝑒𝜆𝑗(𝑠)| ≥

𝐶|𝑠|ℎ − 𝑏, при деяких 𝐶, ℎ та 𝑏 ∈ R.

З’ясуємо, для яких систем (1) iснують коректнi крайовi задачi з крайо-

вими умовами (2) i в яких випадках цi задачi будуть параболiчними.

2. Випадок ермiтової матрицi

Розглянемо випадок, коли матриця

𝑃 (𝑠) =

⎛⎝𝑃11(𝑠) 𝑃12(𝑠)

𝑃21(𝑠) 𝑃22(𝑠)

⎞⎠− ермiтова,

тобто 𝑃𝑖𝑗 = 𝑃 𝑗𝑖 - комплексно спряженi.

Теорема 1. Якщо матриця P(s) — ермiтова, то крайова задача з умовою

𝑢(𝑥, 0) + 𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙(𝑥) (3)

коректна у просторi 𝑆.

Доведення.

Так як власнi значення ермiтової матрицi дiйснi, то визначник крайової

задачi Δ(𝑠) = (1 + 𝑒𝑇𝜆1(𝑠))(1 + 𝑒𝑇𝜆2(𝑠)) ̸= 0.

Покажемо, що розв’язуюча матриця 𝑄(𝑠, 𝑡) = 𝑒𝑡𝑃 (𝑠)(𝐸 + 𝑒𝑇𝑃 (𝑠))−1 задо-

вiльняє степеневiй оцiнцi. Розглянемо функцiю 𝑓(𝜆) = 𝑒𝑡𝜆(1+ 𝑒𝑇𝜆)−1. Вона

визначена та обмежена на дiйснiй осi.

Тому 𝑄(𝑠, 𝑡) = 𝑓(𝑃 (𝜆)) також визначена та задовiльняє степеневiй оцiн-
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цi ||𝑄(𝑠, 𝑡)|| ≤ 𝐶(1 + |𝑠|)𝑝 (див. [5]).

Тому крайова задача (1) - (3) коректна в просторi 𝑆, а також в просторi

𝐶𝑠
𝑙 .

Приклад 1. Розглянемо матрицю 𝑃 (𝑠) =

⎛⎝ 𝑠2 𝑖𝑠

−𝑖𝑠 −𝑠2

⎞⎠ . Це ермiтова

матриця, власнi значення якої 𝜆1,2 = ±
√︀

𝑠4 + 𝑠2. Тодi крайова задача⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜕𝑢1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= −𝜕2𝑢1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
+

𝜕𝑢2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

𝜕𝑢2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= −𝜕𝑢1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
+

𝜕2𝑢2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑢1(𝑥, 0) + 𝑢1(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙1(𝑥)

𝑢2(𝑥, 0) + 𝑢2(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙2(𝑥)

коректна у просторi 𝑆, а також в просторi 𝐶𝑠
𝑙 .

Теорема 2. Якщо власнi значення ермiтової матрицi 𝑃 (𝑠) задовiльня-

ють умовi |𝜆𝑗(𝑠)| ≥ 𝐶|𝑠|ℎ − 𝑏 iз деякими додатними 𝐶, ℎ i дiйсним 𝑏, то

крайова задача (1) - (3) буде параболiчною. Це означає що, якщо 𝜙(𝑥) ∈

𝐶𝑠
𝑙 , то 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶∞

𝑙2
, тобто будуть нескiнченно диференцiйовними по 𝑥.

Доведення.

Це випливає з твердження, що було наведено в пунктi 1.

Зауваження.

За теоремою 2, задача, що розглядається в прикладi 1, є параболiчною.

3. Випадок загальної матрицi

Розглянемо довiльну полiномiальну матрицю P(s).
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Теорема 3. Якщо iснує дiйсне число 𝛼 таке, що на множинах 𝑁𝑗 =

{𝑠 ∈ R𝑛 : 𝑅𝑒𝜆𝑗(𝑠) = 𝛼} 𝑗 = 1, 2 виконується нерiвнiсть 𝐼𝑚𝜆𝑗(𝑠) ̸=
(2𝑘 + 1)𝜋

𝑇
, 𝑘 ∈ Z, то при 𝑏 = 𝑒𝛼𝑇 крайова задача для системи (1) з умовою

𝑢(𝑥, 0) + 𝑏𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙 коректна в просторi 𝑆.

Доведення.

Так як визначник крайової задачi Δ(𝑠) = (1 + 𝑒𝑇 (𝜆1(𝑠)−𝛼))(1 + 𝑒𝑇 (𝜆2(𝑠)−𝛼)),

то вiн обертається у 0 при 𝜆𝑗 = 𝛼+
(2𝑘 + 1)𝜋𝑖

𝑇
з деяким 𝑗. Це рiвносильно

умовi ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑅𝑒𝜆𝑗(𝑠) = 𝛼

𝐼𝑚𝜆𝑗(𝑠) =
(2𝑘 + 1)𝜋

𝑇
.

з деякими 𝑠.

Але у силу умови теореми, це не виконується.

Доведемо тепер, що розв’зуюча матриця 𝑄(𝑠, 𝑡) = 𝑒𝑡𝑃 (𝑠)(1 + 𝑏𝑒𝑇𝑃 (𝑠))−1.

Вона визначена на спектрi матриць P(s),так як Δ(𝑠) ̸= 0.

Якщо 𝑅𝑒𝜆 < 𝛼, то |𝑓(𝜆)| = |𝑒𝑡𝜆(1 + 𝑒𝑇 (𝜆−𝛼))−1| < 𝐶1, так як |𝑒𝑡𝜆| =

𝑒𝑡𝑅𝑒(𝜆) ≤ 𝑒𝑇𝛼

Якщо 𝑅𝑒𝜆 > 𝛼, то |𝑓(𝜆)| = |𝑒(𝑡−𝑇 )(𝑅𝑒(𝜆)−𝛼)(1 + 𝑒−𝑇 (𝜆−𝛼))−1| < 𝐶2, так як

𝑒(𝑡−𝑇 )(𝑅𝑒(𝜆)−𝛼) ≤ 1.

Тому значення функцiї 𝑓(𝜆) на спектрi матрицi P(s) обмеженi, а це озна-

чає, що й ||𝑄(𝑠, 𝑡)|| ≤ 𝐶(1 + |𝑠|)𝑝, так як

𝑓(𝑃 (𝑠)) =
𝑓(𝜆1(𝑠))

𝜆2(𝑠)− 𝜆1(𝑠)
(𝑃 (𝑠)− 𝜆2(𝑠)𝐸) +

𝑓(𝜆2(𝑠))

𝜆1(𝑠)− 𝜆2(𝑠)
(𝑃 (𝑠)− 𝜆1(𝑠)𝐸)

при 𝜆2(𝑠) ̸= 𝜆1(𝑠).

Якщо 𝜆2(𝑠) = 𝜆1(𝑠), то 𝑓(𝑃 (𝑠)) = 𝑓(𝜆1(𝑠))𝐸 + 𝑓 ′(𝜆1(𝑠))(𝑃 (𝑠)− 𝜆1(𝑠)𝐸)

Отже, крайова задача коректна у просторi 𝑆, а також iз простору 𝐶𝑠1
𝑙1

в

простiр 𝐶𝑠2
𝑙2

з деякими 𝑠𝑗, 𝑙𝑗. (див [8])
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Приклад 2. ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑢1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑢1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) +

𝜕2𝑢2
𝜕𝑥21

− 𝜕2𝑢2
𝜕𝑥22

𝜕𝑢2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑢1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) + 𝑢2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡).

Матриця 𝑃 (𝑠) =

⎛⎝1 −𝑠21 + 𝑠22

1 1

⎞⎠ .

Характеристичне рiвняння (𝜆 − 1)2 + 𝑠21 − 𝑠22 = 0, а власнi значення

𝜆1,2(𝑠) = 1±
√︁

𝑠22 − 𝑠21.

Це означає, що 𝜆1,2(𝑠) =

⎧⎪⎨⎪⎩1±
√︁

𝑠22 − 𝑠21, при |𝑠2| ≥ |𝑠1|

1± 𝑖
√︁

𝑠21 − 𝑠22, при |𝑠2| < |𝑠1|.
Тодi при ∀𝛼 > 0 ∧ 𝛼 ̸= 1 виконуються умови теореми 3, а це означає, що

вiдповiдна крайова задача коректна в просторi 𝑆.

Теорема 4. Якщо власнi значення матрицi 𝑃 (𝑠) задовiльняють умовi

min
𝑗

|𝑅𝑒𝜆𝑗(𝑠)| ≥ 𝐶|𝑠|ℎ − 𝑏 з деякими додатними 𝐶, ℎ i дiйсним 𝑏, то iснує

параболiчна задача.

Доведення.

Покажемо, що з умов теореми 4 випливає виконання умов Теореми 3.

Iз умов Теореми 4 випливає, що ∃ 𝑟 > 0 ∀𝑠 : |𝑠| > 𝑟 ⇒ |𝑅𝑒𝜆𝑗(𝑠)| ≥ 𝑚 > 0.

Тодi множина 𝐺𝑘 = {𝑠 ∈ 𝑈̄𝑟(0) : 𝐼𝑚𝜆𝑗(𝑠) =
(2𝑘 + 1)𝜋

𝑇
} є компакт такий,

що 𝑑𝑖𝑚𝐺𝑘 ≤ 𝑛

Тодi
⋃︁
𝑘∈Z

𝐺𝑘 < 𝑈̄𝑟(0), а значить iснує 𝑠0 : 𝑅𝑒𝜆𝑗(𝑠0) ̸= 𝛼 такий, що

𝐼𝑚𝜆𝑗(𝑠0) ̸= (2𝑘 + 1)𝜋

𝑇
}, тобто виконана умова Теореми 3. Таким чином

коректна крайова задача з умови (1.4), яка буде параболiчною.

Теорема доведена.

Зауваження. В прикладi 2 крайова задача була коректною, але не парабо-
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лiчною. Наведемо приклад параболiчної задачi.

Приклад 3.⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑢1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑢1(𝑥, 𝑡)−

𝜕2𝑢2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥21
− 𝜕2𝑢2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥22

𝜕𝑢2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑢1(𝑥, 𝑡) + 𝑢2(𝑥, 𝑡).

Матриця 𝑃 (𝑠) =

⎛⎝1 𝑠21 + 𝑠22

1 1

⎞⎠ .

Власнi значення цiєї матрицi 𝜆1,2(𝑠) = 1±
√︁
𝑠22 + 𝑠21

Вони задовiльняють умовам Теореми 4 i тому крайова задача з крайовими

умовами ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑢1(𝑥, 0) + 𝑏𝑢1(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙1(𝑥),

𝑢2(𝑥, 0) + 𝑏𝑢2(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙2(𝑥),

при будь-яких додатних 𝑏, буде параболiчною.

4. Система з однiєю просторовою змiнною

Розглянемо системи з однiєю просторовою змiнною, тобто 𝑥 ∈ R. Тодi з

Теореми 3 випливає наступний результат.

Наслiдок 1. Для системи (1) у випадку 𝑥 ∈ R завжди iснує коректна

крайова задача в просторi 𝑆.

Доведення.

Якщо власнi числа матрицi 𝑃 (𝑠) дiйснi, то 𝐼𝑚𝜆𝑗(𝑠) = 0 i виконуються

умови Теореми 3, тобто 𝐼𝑚𝜆𝑗(𝑠) ̸= (2𝑘 + 1)𝜋

𝑇
, i це означає, що крайова

задача з умовою 𝑢(𝑥, 0) + 𝑏𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙 з будь-якими 𝑏 > 0 буде коректна в
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просторi 𝑆.

Якщо 𝐼𝑚𝜆𝑗(𝑠) ̸≡ 0, то рiвняння 𝜆𝑗(𝑠)− 𝛼 =
(2𝑘 + 1)𝜋𝑖

𝑇
рiвносильно умовi

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑅𝑒𝜆𝑗(𝑠) = 𝛼

𝐼𝑚𝜆𝑗(𝑠) =
(2𝑘 + 1)𝜋

𝑇
.

Друге рiвняння при фiксованому 𝑘 має скiнченну кiлькiсть коренiв, а

при 𝑘 ∈ Z таких коренiв — злiченна множина 𝑠𝑘. Тодi множина значень

𝑅𝑒𝜆𝑗(𝑠𝑘) ̸= 𝛼. Отже, виконується умова Теореми 3 й iснує коректна крайо-

ва задача з умовою 𝑢(𝑥, 0) + 𝑒−𝛼𝑇𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙(𝑥).

Наслiдок 2. Якщо умова |𝑅𝑒𝜆𝑗(𝑠)| ≥ 𝐶|𝑠|ℎ− 𝑏 виконується, з додатними

𝐶 i ℎ, то iснує параболiчна крайова задача.

Приклад 4. ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜕𝑢1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑢2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= −𝜕2𝑢21(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
+ 𝑘2𝑢21(𝑥, 𝑡)

Матриця𝑃 (𝑠) =

⎛⎝ 0 1

(−𝑠2 + 𝑘2) 0

⎞⎠, ї ї власнi числа 𝜆1,2(𝑠) = ±
√︀
𝑠2 − 𝑘2.

При|𝑠| ≥ 𝑘 𝜆𝑗(𝑠) дiйснi, а при |𝑠| < 𝑘 коренi уявнi 𝜆𝑗(𝑠) = ±𝑖
√︀
𝑘2 − 𝑠2.

Тому крайова задача з умовою⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑢1(𝑥, 0) + 𝑏𝑢1(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙1(𝑥),

𝑢2(𝑥, 0) + 𝑏𝑢2(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙2(𝑥),
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з 𝑏 ∈ (0; 1) буде параболiчною.

5. Крайова задача для диференцiальних

рiвнянь з частинними похiдними друго-

го порядку за часом

Застосуємо отриманi результати до рiвняння

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+𝑅

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+𝑄

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑢(𝑥, 𝑡) = 0. (4)

Це рiвняння зводиться до системи:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜕𝑢1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑢2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= −𝑄

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑢1(𝑥, 𝑡)−𝑅

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑢2(𝑥, 𝑡).

Тодi матриця

𝑃 (𝑠) =

⎛⎝ 0 1

−𝑄(𝑠) −𝑅(𝑠)

⎞⎠ ,

а характеристичне рiвняння для неї 𝜆2 + 𝑅(𝑠)𝜆 + 𝑄(𝑠) = 0. Позначимо

коренi цього рiвняння 𝜆1,2(𝑠) Тодi, з теореми 3 випливає результат:

Наслiдок 3. Якщо iснує дiйсне число 𝛼, таке що на множинi 𝑁𝑗 = {𝑠 ∈

R𝑛 : 𝑅𝑒𝜆𝑗(𝑠) = 𝛼} 𝑗 = 1, 2 виконується нерiвнiсть 𝐼𝑚𝜆𝑗(𝑠) ̸= (2𝑘 + 1)𝜋

𝑇
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при 𝑘 ∈ Z, то при 𝑏 = 𝑒−𝛼𝑇крайова задача для рiвняння (4) з умовoю⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑢(𝑥, 0) + 𝑏𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙1(𝑥)

𝑢′𝑡(𝑥, 0) + 𝑏𝑢′𝑡(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙2(𝑥)

(5)

буде коректна у просторi 𝑆.

Наслiдок 4. Якщо min
𝑗

|𝑅𝑒𝜆𝑗(𝑠)| ≥ 𝐶|𝑠|ℎ − 𝑏 з додатними 𝐶 i ℎ i дiй-

сним 𝑏, тодi крайова задача для рiвнянь (4) з крайовими умовами (5) буде

параболiчною.

В якостi приклада розглянемо рiвняння Гелмгольця:

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+Δ𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑘𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑘 ∈ R

Крайова умова (5) з 𝑏 > 0.

Пiсля перетворення Фур’є за просторовими змiнними отримаємо крайову

задачу ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕2̃︀𝑢(𝑠, 𝑡)
𝜕𝑡2

− |𝑠|2Δ̃︀𝑢(𝑠, 𝑡) = 𝑘̃︀𝑢(𝑠, 𝑡),
̃︀𝑢(𝑠, 0) + 𝑏̃︀𝑢(𝑠, 𝑇 ) = ̃︁𝜙1(𝑠),

̃︀𝑢′𝑡(𝑠, 0) + 𝑏̃︀𝑢′𝑡(𝑠, 𝑇 ) = ̃︁𝜙2(𝑠)

Розв’язок має вигляд ̃︀𝑢(𝑠, 𝑡) = 𝐶1(𝑠)𝑒
𝜆(𝑠)𝑡+𝐶2(𝑠)𝑒

−𝜆(𝑠)𝑡, де 𝜆(𝑠) =
√︀
𝑘 + |𝑠|2.

Враховуючi крайовi умови, знайдемо розв’язок крайової задачi:

̃︀𝑢(𝑠, 𝑡) = 1

(1 + 𝑏𝑒𝜆𝑇 )(1 + 𝑏𝑒−𝜆𝑇 )

(︂
(𝑐ℎ𝜆𝑡+ 𝑏𝑐ℎ𝜆(𝑇 − 𝑡))̃︁𝜙1(𝑠)+

+ (
𝑠ℎ𝜆𝑡

𝜆
+ 𝑏

𝑠ℎ𝜆(𝑇 − 𝑡)

𝜆
)̃︁𝜙2(𝑠)

)︂
, при|𝑠|2 + 𝑘 ≥ 0 (6)
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Якщо |𝑠|2 + 𝑘 < 0 то розв’язок має вигляд

̃︀𝑢(𝑠, 𝑡) = 1

1 + 𝑏2 + 2𝑏 · cos𝑇
√︀

−|𝑠|2 − 𝑘
·
(︂
cos 𝑡

√︀
−|𝑠|2 − 𝑘+

+ 𝑏 cos(𝑇 − 𝑡)
√︀

−|𝑠|2 − 𝑘

)︂̃︀𝜙1(𝑠)+ (7)

+
(︁
sin 𝑡

√︀
−|𝑠|2 − 𝑘 + 𝑏 sin(𝑇 − 𝑡)

√︀
−|𝑠|2 − 𝑘

)︁
· ̃︀𝜙2(𝑠)√︀

−|𝑠|2 − 𝑘

Таким чином розв’язок належить простору 𝑆, якщо 𝜙1(𝑠) i 𝜙2(𝑠) нале-

жать цьому простору.

Крiм того, оскiльки, при великих 𝑠, ̃︀𝑢(𝑠, 𝑡) має вигляд (6) i виконується

нерiвнiть ̃︀𝑢(𝑠, 𝑡) ≤ 𝐶 exp(−𝜌(𝑡)|𝑠|), то 𝑢(𝑥, 𝑡) – нескiнченно диференцiйов-

на, якщо 𝜙1(𝑠) i 𝜙2(𝑠) належать простору 𝐿2(R𝑛), тобто ця крайова задача

параболiчна.

6. Диференцiальнi рiвняння з однiєю про-

сторовою змiнною

Розглянемо рiвняння

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+ 𝑃

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+𝑄

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑢(𝑥, 𝑡) = 0. (8)

З’ясуємо, при яких умовах на 𝑃 (𝑠) i 𝑄(𝑠) iснують параболiчнi крайовi за-

дачi

1. Нехай 𝑃 (𝑠) = 0, а 𝑄(𝑠) = 𝑏0𝑠
2𝑘 + 𝑏1𝑠

2𝑘−1 + . . .+ 𝑏2𝑘 з 𝑏0 < 0

Тодi коренi характеристичного рiвняння

𝜆𝑗(𝑠) = ±
√︀

−𝑏0𝑠2𝑘 − 𝑏1𝑠2𝑘−1 − . . .− 𝑏2𝑘 ∼ ±
√︀

𝑏0|𝑠|𝑘, при 𝑠 → ∞
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i виконана умова Наслiдку 4, тобто крайова задача з умовами⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑢(𝑥, 0) + 𝑏𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙1(𝑥)

𝑢′𝑡(𝑥, 0) + 𝑏𝑢′𝑡(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙2(𝑥)

(9)

буде параболiчна з деяким додатним 𝑏.

2. Якщо 𝑄(𝑠) = 𝑏0𝑠
2𝑘 + 𝑏1𝑠

2𝑘−1 + . . . + 𝑏2𝑘 з 𝑏0 < 0, а степень полiнома

𝑃 (𝑠) менше 𝑘, то

𝜆𝑗(𝑠) =
1

2

(︁
−𝑃 (𝑠)±

√︀
𝑃 (𝑠)2 − 4𝑄(𝑠)

)︁
∼ ±

√︀
𝑏0|𝑠|𝑘, при 𝑠 → ∞

i теж виконанi умови Наслiдку 4, тобто крайова задача з умовами (9)

буде параболiчною.

3. Якщо 𝑃 (𝑠) = 𝑎0𝑠
𝑚 + 𝑎1𝑠

𝑚−1 + . . .+ 𝑎𝑚, з 𝑎0 ∈ R,

а 𝐷(𝑠) = 𝑃 (𝑠)2 − 4𝑄(𝑠) = 𝑐0𝑠
𝑚 + 𝑐1𝑠

𝑚−1 + . . . + 𝑐2𝑚 з додатним 𝑐0 ̸=

𝑎20, тодi 𝜆𝑗(𝑠) =
1

2

(︁
−𝑃 (𝑠)±

√︀
𝑃 (𝑠)2 − 4𝑄(𝑠)

)︁
.

При таких умовах min
𝑗

|𝑅𝑒𝜆𝑗(𝑠)| ∼
1

2
|
√
𝑐0−|𝑎0||·|𝑠|𝑚 при 𝑠 → ∞, i теж

виконанi умови Наслiдку 4, тобто iснує параболiчна крайова задача.

Приклад 5

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+

(︂
𝑎0

𝜕2

𝜕𝑥2
+ 𝑎1

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑎2

)︂
𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
− 𝜕4𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡4
= 0

𝑃 (𝑠) = −𝑎0𝑠
2 − 𝑖𝑎1𝑠+ 𝑎2, 𝑄(𝑠) = −𝑠4

При 𝑎0 ̸= ±1, виконанi умови пункту 3 i тому iснує параболiчна крайова

задача з умовами (9) з деяким додатним 𝑏.



Висновки

В дипломнiй роботi дослiджуються випадки систем диференцiальних

рiвнянь в частинних похiдних, для яких iснує коректна двоточкова крайова

задача в просторi Л. Шварца, а також з’ясовується, при яких додаткових

умовах на власнi значення матрицi 𝑃 (𝑆) ця задача буде параболiчною,

тобто збiльшується гладкiсть розв’язкiв.

Доведено що, якщо власнi значення матрицi системи зростають степе-

невим чином, то тодi iснують параболiчнi крайовi задачi.

Аналогiчнi результати вiрнi також для лiнiйних диференцiальних рiв-

нянь в частинних похiдних другого порядку за часом. Показано також, що

iснує параболiчна крайова задача для рiвняння Гельмгольця.

Докладно розглянутий випадок рiвнянь другого порядку за часом з однi-

єю просторовою змiнною, i вказанi умови, при яких iснує параболiчна кра-

йова задача.
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